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Name, Matrikelnummer:

Aufgabe 1: (15 Punkte)

Markieren Sie die von Thnen gewéhlte Antwort eindeutig. Bitte beachten Sie, dass mehrere
Antworten richtig sein kénnen. Falschantworten fithren nicht zu Punktabzug bei anderen Auf-

gabenteilen.

a) Die Losung der Differentialgleichung & = x mit 2(0) = 1 lautet: (1 Punkt)

x(t) =€ [ z(t)=e""!

Losung:

x(t) = €', lisst sich durch Einsetzen in die DGL tiberpriifen.

b) Die Stabilitiit eines linearen Ubertragungsgliedes ist unabhéingig von seinem Zihlerpolynom.
(1 Punkt)

richtig [ falsch

Losung:

Richtig, denn denn das Nennerpolynom bestimmt, welche Moden in der Lésung
vorkommen.
DS

(s+1)(Bs+1)(s+1)
Welche der folgenden Ortskurven zeigt den Frequenzgang dieses Systems? (3 Punkte)

c) Gegeben sei das System G(s) =

System 1 System 2 System 3 System 4

0.6 0.5 4 0

3 _0.1

0.4 0 -0.2

0.2 2 -0.3

- 1 -0.4

0 0.5 05

-0.2 0
0 0.5 1 0 0.5 1 2 -1 0 1 2 3 -0.2 -0.1 0 0.1

Losung:

System 2: Es ist das einzige, das sowohl fiir w — 0 als auch fiir w — oo nicht
tbertrdgt. Fs gibt nur dann Punkte, wenn ausschlieflich die richtige Losung
markiert ist.
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d) Fiir welches Ubertragungsglied verwendet man folgendes Schaltzeichen? (1 Punkt)
1 1s

U — — Y

[J  Proportionalglied
[0  Totzeitglied
[J Integrator

Losung:

Totzeitglied, siehe Hilfsblatt ,Wichtige Ubertragungsglieder.

e) Kennzeichnen Sie Methoden zur Berechnung der Transitionsmatrix! (3 Punkte)

Verfahren nach Cayley-Hamilton
Hurwitz-Kriterium

Gesetz von Nyquist

Berechnung {iber Laplace-Transformation
Berechnung {iber Jordan-Normalform

oogodg

Losung:

Cayley-Hamilton, Berechnung tiber Laplace-Transformation, Berechnung tiber
Jordan- Normalform.

f) Ein Operator L{-} ist genau dann linear, wenn fiir alle z gilt: « L{z} = L{a z}. (2 Punkte)

richtig [ falsch

Losung:

Falsch. Der Operator muss zusdtzlich noch das Superpositionsprinzip erfiillen.
Gegenbeispiel: y = (f ugdt)l/g.
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g) Wie lautet die Laplace-Transformierte von ¢(¢)? (1 Punkt)

Y ()~ y(0) = 53(0) || 2V (s) ~ i(0) — s9(0)

Losung:
s*Y (s) — y(0) — sy(0). Siehe Hilfsblatt ,Laplace-Transformation - Regeln und
Sdtze“.
- . s*+2 . .
h) Die Ubertragungsfunktion G(s) = 39 45— 3 ist stabil. (2 Punkte)
richtig falsch

Léosung:

Stabil, denn das Nennerpolynom erfillt die Vorzeichenbedingung (fiir Systeme
2. Ordnung hinreichend).

i) Die Zustandsraumdarstellung eines linearen zeitinvarianten dynamischen Systems ist bis
auf die Wahl der Anfangsbedingungen eindeutig. (1 Punkt)

richtig [ falsch

Losung:

Falsch. Zustandsraumdarstellungen sind niemals eindeutiq.
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Aufgabe 2: (5 Punkte)

In dieser Aufgabe wird ein System in Zustandsraumdarstellung betrachtet:

(0100 0] [0 |
00100 0

= 100010|z+]|0|u z0)=0
00001 0
2311 2 1

yZ[lOOOO]&-

Untersuchen Sie mit einem geeigneten Verfahren das System auf asymptotische Stabilitét!
Hinweis: Eine Eigenwertberechnung ist nicht erforderlich.
Lésung:
Das System, ist in Regelungsnormalform gegeben. Die zugehirige Ubertragungsfunktion

lautet:
1

§5 — 28t — 183 — 52— 35— 2’
Das Nennerpolynom wverletzt das Vorzeichenkriterium. Damit ist das System nicht
asymptotisch stabil.

Fiir einen richtigen Ansatz gibt es (2 Punkte), fiir eine richtige Berechnung/Begriindung
(2 Punkte), fir die richtige Stabilititsaussage gibt es (1 Punkt).

G(s) =
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Aufgabe 3: (5 Punkte)

Geben Sie die Gesamtiibertragungsfunktion G(s) = 58 folgenden Netzwerkes ohne Doppel-

briiche an.

G2 ——>0— Y(S)

—0
—0

Loésung:
Zundgchst wird nun der Ausgang Ys von dem Block Gy in Abhdngigkeit von dem
Fingang U(s) bestimmt:

ng = GQGlU(S) + GgGl}/Q(S) + GQ}/Q(S) (1)
G2Gy

— : 2

—a.a -l (2)

Daraus kann nun leicht der Gesamtausgang Y (s) gebildet werden:

Y = Us) + 2% (3)
GoGy
Y =(1+2 4
(+ 1—GQG1—G2)U<S) (4)
o 1+ G2G1 — G2
- 1 — GQGl . GQ U(S) (5)
a(s)

Fiir einen sinnvollen Rechenweg gibt es bis zu (4 Punkte). Fir eine korrekte
Lésung ohne Doppelbriche, z.B. (4) oder (5), gibt es weiterhin (1 Punkt).
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Aufgabe 4: (15 Punkte)

In dieser Aufgabe wird ein chemischer Reaktor betrachtet, der die Substanzen A, B und C
enthélt. Die Konzentrationen dieser Reaktanden werden bezeichnet als ca, cg und c¢. Zwischen
ihnen finden folgende Reaktionen statt:

kTt kT
3A — B = C.

ky ky

Dabei sind ki, ki, ki und k, konstante, positive Reaktionsparameter. Die Reaktionsraten
kénnen daraus berechnet werden als:

_14+.3 -
rap = ki ca” — kjcp

_ -+ —
B = ]{?2 CB — k?2 Cc

Aus einer Bilanzierung der Stoffmengen der drei Reaktanden folgt:

dCA

" = _3

di TAB
dCB

— =T —-T
dt AB BC
dCC

— =7

dt BC

a) Schreiben Sie das obige Modell als nichtlineares Zustandsraummodell in der
Form & = f(z), z(0) = z4, y = g(z). Der Zustandsvektor z habe dabei die Komponenten

T = [cA,CB,CC]T. Der Ausgang sei die Konzentration der Komponente C. Das System
befinde sich anfangs am Arbeitspunkt z, = [cao, ¢Bo, cCO]T.

b) Es sind nun folgende Reaktionsparameter gegeben: kf” = 1, ky =4, ki =2, ky = 1.
Von dem Arbeitspunkt, der f(z,) = 0 erfiillt, ist lediglich eine Stoffkonzentration bekannt:
cao = 2. Berechnen Sie die Konzentration der weiteren Reaktanden am Arbeitspunkt.

c¢) Linearisieren Sie das Modell an einem allgemeinen Arbeitspunkt z, = [cAO,cBO,cCO]T
fiir allgemeine Reaktionsparameter. Fithren Sie dazu die Abstandsvariablen Az ein mit
Az = x—x,. Schreiben Sie das System in Matrix-Vektor-Schreibweise. Beachten Sie, dass
das System autonom ist, also keinen Eingang hat.

d) Setzen Sie den bei b) gefundenen Arbeitspunkt und die Reaktionsparameter in das li-
nearisierte Modell ein. Charakterisieren Sie die Stabilitdt des an diesem Arbeitspunkt
linearisierten Modells!
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Losung:

a) Die gesuchte Zustandsdarstellung (2 Punkte) mit Ausgang (0.5 Punkte)
und Anfangsbedingung (0.5 Punkte) lautet:

j;l = -3 (qu,’l:; — ]{ZI_ZEQ) = —3]{3;'_1'13 + 3]{31_1'2,
jfg = (k‘rl‘lg) — k’l_l’g) — (kfg—l'g — ]’CQ_ZL‘g) = kii—fEl?) — (kl_ + k’;_) To + k’Q_JIg,
.fg = k;.fg—/f;l’g,

Yy = T3,

mit  x1(0) = ca0, x2(0) =cpy, x3(0) = cpo.

b) Am Arbeitspunkt dndert sich die Konzentration von Stoff A nicht mehr. Es
gilt damit fiir cgy (1 Punkt):

—3]61'—6,403—%3]{31_1'20:0§—3'1'23—’—3'4'030:0:630:2'

Setzt man Analog die Dynamikgleichung fiir Stoff C' zu null, so folgt fiir cco
(1 Punkt):

kicpy—kscco=0=2-2—1-ccp=0= ccy = 4.

c¢) Das linearisierte System lautet mit Ausgang und Anfangsbedingungen.:

Ady = =3k - 3cao’ Az + 3k; Axy, (1 Punkt)
Ay = ki3ca’Axy — (ki + k) Azy + ky Az, (1 Punkt)
Aiz = ki Awy — ky Axs, (0.5 Punkte)
Ay = Axs, (0.5 Punkte)
mit  Axz1(0) =0, Axy(0)=0, Axz3(0)=0. (1 Punkt)

In Matriz- Vektor-Schreibweise (1 Punkt):

—9ki ¢ a0 3kT 0
Az = 3kica® — (ki +k3) ky | Az, Az(0) =0,
0 ki —ky

Ay = |00 1A

Wird das linearisierte System gleich in Matrixz-Vektor-Schreibweise angegeben,
gibt es auch dafiir die o.g. Punkte fiir Systemgleichungen, Ausgangsgleichung
und Anfangsbedingungen.
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d) Das an x, = [2,2,4]" linearisierte System lautet (1 Punkt):

-36 12 0
A = 12 —6 1 | Az, Az(0)=0,
0o 2 -1

Ay = |00 1A
Das charakteristische Polynom der Systemmatriz lautet (1 Punkt):

s+36 —12 0
det (sI — A) = det —-12 s+6 -1
0 -2 s+1
=(s+36)(s+6)(s+1)—144(s+ 1) — 2(s + 36)
= (s + 425 +216)(s + 1) — 144(s + 1) — 25 — 72
= (5% + 4257 +725) + (5% + 425 + 72) — 25 — T2
= s (s° +43s + 112)

Es liegt ein Eigenwert bet s = 0 vor sowie zwei asymptotisch stabile Eigenwerte
(Vorzeichenbedingung). Das System zeigt damit integratives Verhalten, ist also
grenzstabil.

Es gibt (1 Punkt) fir die Erkenntnis, dass das System nicht asymptotisch
stabil ist, sowie weitere (2 Punkte) fir das Erkennen der Grenzstabilitit.
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Aufgabe 5: (15 Punkte)

Gegeben ist folgendes System:

v = [10]e

a) Berechnen Sie die Transitionsmatrix fiir dieses System.

b) Berechnen Sie den Verlauf von y(t) fiir ¢ > 0. Als Anregung wird eine Einheitsrampe

verwendet: u(t) = t.

Losung:
a) Das char. Polynom von A lautet:

det(s] —A) = (s+2)(s+3)—2=5"+55+4=(s+1)(s+4).

Die Figenwerte sind bei —1 und —4 (1 Punkt).

e kann nun etwa per Cayley-Hamilton bestimmt werden. Die Bestimmungs-

gleichungen fiir ag und oy lauten:

e_t = Oy + al(_1)7

e =g+ ay(—4).

Daraus folgt:
4 1
ap = et — Ze~%
3 3
1 1
o) = —eTt— ZeTH,
3 3

Die gesuchte Fundamentalmatriz ist also (5 Punkte):

€At = Oz()[ + OélA

do—t _ L,—4t 0 _ 20t 4 24t
| 3 3 3 3
o 4 1 -4 + 2 2 4
4 —t 1,4t 2 —t —4t
I 0 3€ € | € e
2t 1,—4t 1,_—t 1 _—dt
B 3¢+ 3e 3€ €
2 —t 2 4t 1,_—t | 2 _—4t
3€ 3€ 3€ + 3€
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b) Allg. Ansatz fiir Systeme ohne Durchgriff (2 Punkte):

t
y(t) = C’eAt§0+/ Ce =) Bu(r)dr.
0

Zundchst wird der Ausdruck Ce?t bestimmit:

2 —t 14t 1.t __ 1 —4t
e+ ze € — ze
At 3 3 3 3 _ _ _ _
Ce :[1 0} :|:26t+l€4t Lot le‘“]
207t _ 24t Lot 4 2,4t 3 3 3
3 3 3 3
Analog ist Ce*B:
-1 1 2
CeM'B = | 27t 4 Lot Lle—t L4t =——e - e
36 t+3€ 3€ 3€ ) 3 3

Nun kann y(t) bestimmt werden:

Die beiden verbleibenden Integrale lassen sich per partieller Integration bestim-

men.:
t
/eTTdT:tet—et+1,
0
t 1 1 1
/647—7'd7':—t64t——64t+—.
0 4 16 16
Damit folgt:
4 2 1 2 1 1 1
B = ce bt St Tt (gt ot 1) St [ Tpett o4,
y(t) = ze + 3¢ g€ (fe" e+ 1) —qe™ ( gte¥ — et 4 o
9 1 15
_ 7 24 -t 9 4
o1 2t T

Fiir den Rechenweg gibt es bis zu (5 Punkte), fir das korrekte Ergebnis
weiter (2 Punkte).
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Aufgabe 6: (15 Punkte)

Im Laplace-Bereich sei folgende Ubertragungsfunktion gegeben:

s+a &
- s k> b R.
Gls) G+G+hsto. 20, a,bce

a) Charakterisieren Sie die Stabilitit des Ubertragungsverhaltens von G(s) in Abhéingigkeit
der Parameter a, b, ¢ und k.

b) Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Amplitude der komplexen Ubertragungsfunktion in
Abhéngigkeit der Parameter a, b, ¢ und k her. Geben Sie die Amplitude Agp(w) in Dezibel
an! Werten Sie Agp(w) numerisch aus fiir w = 0.11ad/s sowie fiir w = 100rad/s. Dabei sei
a=1,b=10,c=5und k = 0.

c¢) Es seien weiterhin a = 1, b = 10, ¢ = 5 und k = 0. Zeichnen Sie ein Bode-Diagramm:

e Verwenden Sie fiir den Amplitudengang die Geradenapproximation. Geben Sie je-
weils die Steigung der Geraden an.

e Der Phasengang lautet:
p(w) = arctan(w) — arctan(%) — arctan(%) — arctan(l%).

Legen Sie eine Wertetabelle an mit w = [0.1, 0.4, 0.7, 1, 2, 20, 60, 100]. Zeichnen Sie
den Phasengang anhand dieser Wertetabelle.

Verwenden Sie zum Zeichnen des Bodediagramms ausschlieflich einen der angehéngten

Vordrucke.

Loésung:

a) Die Parameter a und k haben keinen Einfluss auf die Stabilitit, da sie nicht im
Nenner auftreten (1 Punkt). Sind b und ¢ positiv, ist das System asympto-
tisch stabil. Ist entweder b = 0 oder ¢ = 0 und der andere Parameter positiv,
so0 ist das System grenzstabil. Ansonsten ist es instabil (1 Punkt).

b) Der Amplitudengang lautet (1 Punkt):

[ljw + al| - [|e*] Vw? + a2

w20 ljw + blHw + el Ve? +4vVw? + PV + P

Aw)

Als Darstellungen in Dezibel kommen in Frage (1 Punkt):

Agp(w) =20log;, A(w)
= 20logyy Vw? + a? — 20log,, Vw? + 4 — 201og,, Vw? + b? — 20log;, Vw? + ¢?

= 10log,, (w® + a*) — 10logy, (w® +4) — 10logy, (w” + b*) — 10logy, (w” + ¢?)

Speziell fiir die angegebenen Parameter gilt: Agp(0.11ad/s) = —39.9698 dB so-
wie Agp(10072d/s) = —80.0554dB (1 Punkt).
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c) Mit den gegebenen Parametern gilt:

s+1
(s+2)(s+10)(s +5)

G(s) =

Die Steigungen der Geradensegmente im Amplitudendiagramm betragen (kann
in Diagramm eingetragen werden): (1 Punkt)

Abschnitt Steigung

bis 1rad/s 0 @B/Dekade
1rad/s bis 2rad/s | +209B/Dekade
2rad/s his brad/s 0 4B/Dekade
Srad/s bis 107ad/s | -204B/Dekade

ab 10med/s -40B/Dekade
Die gesuchte Wertetabelle fiir die Phase lautet (4 Punkte):

w in md/s | p(w) in °
0.1 1.1295
0.4 3.6269
0.7 3.7282

1 1.4144

2 —14.6764
20 —136.5505
60 —164.8197
100 —170.8542

Es ergibt sich damit das im Folgenden dargestellte Bode-Diagramm. In blau ist
die analytische Losung dargestellt, und in schwarz dariiber die hier geforderte
Approzimation (5 Punkte).
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A(w) in dB

107! 10° 10 102

3
SY -1007

-150 1

1071 10° 10! 102

w in rad/s
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